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DEUXIÈME ÉPREUVE DE MATHÉMATIQUES 


! 
4 
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L'usage des talculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, à fonctionnement auto- 
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément à la circulaire n° 86-828 du 28 juillet 1966. 


La précision des démonstrations et la qualité de la rédaction seront des éléments importants d'appréciation. 


Les parties IL, IL, IV de ce problème étudient le groupe des homéomorphismes du cercle trigonométrique U 
du plan complexe. L'invariant « nombre de rotation » d’un homéomorphisme h de U a été découvert par 
H. Poincaré en 1885 ; sa définition, ses propriétés, font l’objet des parties III et IV. Au préalable, dans là partie I 

. (relativement indépendante des suivantes), on étudie les fonctions solutions d’une équation aux différences finies 
qui intervient naturellement, et dans la partie II, on considère quelques exemples d'homéomorphismes de U.._ 
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u La composée de deux applications f et g sera notée fo g. Muni de cette loi de composition interne, 

DR l’ensemble S,. des bijections d’un ensemble X sur lui-même est un groupe (groupe-des permutations de X). 

7” Comme dans tout groupe multiplicatif, pour k € Nx nous noterons f* te produit fo fo … o f de k éléments 
de Sy égaux à f, et f À le produit f-! o flo. o f-! de k éléments égaux à l'application réciproque f'et 
pour = 0 on pose f° = 1, élément neutre du groupe S;. Tout élément f de SX définit une action du groupe 
Z sur X. Pour x, € X, on appelle orbite de x, sous l’action de f, la suite des éléments x, = PC) de X, où 
4 ke kEZ o btenue en itérant l'action de fet cette de ft | 


: rs X est un espace métrique, on appelle homéomorphisme de X, un élément f de Sy continu, ainsi que 
8 ”  lPapplication réciproque f”!. Les homéomorphismes de X constituent un sous-groupe H,X de S;. Deux élé- 
D ments f, et f, de H4 sont dits conjugués, s’il FR Hx tel que £=g'o fi og. 


Dans la suite, nous noterons : 
Fu .… Efx] la partie entière d’un nombre réel x (unique entier relatif tel que E[x] < x < Ef[x] +1); 
_ C(I)  lespace vectoriel réel des fonctions continues réelles sur un intervalle J deR; 


RIX] Le sous-espace vectoriel de CR) formé des fonctions polynomiales réelles d’une variable 
réelle ; . : 


t . latranslationxe x + 1surR; 
D r opérateur aux différences finies f . o1— ê de C(R) dans C(R). 


L ÉTUDE DES SOLUTIONS DÉ L'ÉQUATION Df= b 


.Soitbe C(R). On se propose d'étudier les solutions f € C(R) de l'équation aux différences finies : 


G) DE  Df=b soit fort-f=b.! 


1. a. Caractériser les éléments du noyau de l'application linéaire D. 7 le 


b. Supposons donnée une solution f, € C(R) de leon (1). Quel est l'ensemble des solutions de l’équa- 
tion (1)? 


c. Exemple. Quel est l’ensemble des fonctions f € C(R) telles que : 
fx + 1) — f(x) = cos x pour  xER. 


(On remarquera qu’il existe une solution du type x > a sin x + b cos x.) 


- 2. Dans cette question, la fonction b est constante égale à1. 
a. Soit € C(R) une solution de ( 1). Montrer qu'il existe a, B € R tels que: 
x+a<fx)<x+f$ pour xER. 


b. Montrer que f est uniformément continue surR. À 


k=>= I. 


1 «. Sif est de classe C!, montrer que f est lipschitzienne, ‘et que la constante de nn k de f ne 
© | 
Sik = 1, montrer qu'il existe a € R tel que f(x) = x + a pourx ER. 


3. Dans cette question, on suppose que b € R[X]. 
/ a. Sif € R[X] vérifie Df = 0, montrer que f est constante. — 


” b. Pour k € N, soit P, le polynôme défini de la manière suivante : 


Po(x) = 1 et PA) = xfx— 1). (x k+ 1) _ k=1 


1 
| k! 
Pour k > 1, montrer que DP, = P,_;. 


<. Montrer que P,, P;,, …, P, constituent une base de ee vectoriel réel R,[X] des polynômes réels de 7 
. degré inférieur ou égal à à n. | d. 


sd. Pour be RIX}, montrer que l’ équation Df= b possède une LolEOS unique : € R{X]telle que :. 


= 3 — 


Nr. à. ja Soit fe C(R) ds solution se) ER, posons n = Efxdjetu=x-n. Montrer que : 
. Se D : f(x) = fu) + à +5 blu+ k) pour x > 1, 
LU ft) = f{u) - LE éu- ma. 
; 1 , b. On suppose que b(x) tend vers une limite strictement DÉSÈVE quand x tend vers + ©. Montrer que 


| toute solution f EC(R) de (1) tend vers + © quand x tend vers + - Formuler et prouver une asser- 
Al H * . tion analogue quand x tend vers. — ©. 


| 1° Supposons b à valeurs positives sur R+. Spas que (1) possède une solution f € C(R) bornée sur R*. 


Montrer que toute solution de (1) est bornée sur R*, et que l'intégrale [ b(s)ds est convergente. 
Pas ‘ a À | Jo. 
on pourra exprimer Î b(s)ds à l’aide de la fonction f |. 
0 ; 
6. On suppose que b est décroissante sur R*, à valeurs positives sur R* et telle que intégrale cf b(s)ds soit 
. convergente. 


D Montrer que toute solution f € C(R) de (1) est bornée sur R*. Rene wmv me FO ,. 


b. On pose Le = — > bot*. Montrer que cette série de fonctions convergé simplement sur Æ que la 


=0 
YV°az=cs +7? 
fonction f est continue, solution de (1). ESC 


c.- Montrer que fi (x) tend vers zéro quand x tend vers + « , et que c’est la seule solution de (1) ayant cette 
propriété. | +. 1 


OR JE | A ia 
7. Étude d’un FRANVÉE La fonction trigonométrique tan définie sur |- 2°2 | admet une fonction récipro- 


que, notée ici Arc tan. On suppose dans cette question, que A x) = Arctan(e”*) ; pOur x E R. 


2 


a. On pose f == > bort*. Montrer que l'on définit ainsi une fonction f de classe Da sur R, solution 
k=0 


de (1). - : . ; _ &e 
b. Pour x ER, on pose 4 (x) = f(x) — + - fi — x). Montrer que Dé = 0. 
En déduire que le graphe de f presente une direction asymptotique lorsque x. tend vers — ©, ESC - 


c. Calculer Hi valeur moyenne |" 4 ÿ (x) dx de 4. Montrer que la fonction on est pas constante (on vérifiera 
€, 
‘que sa denves d'ordre trois 4 ©) (O)n n’est pas nulle). : | _e 


.‘d. Préciser le sens de variation de f. Étudier les branches infinies et la forme générale de son ne ESC 


 # 


Ê 


IL EXEMPLES D'HOMÉOMORPHISMES DU CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE 
: - * ’ ; 

… Pour la commodité de l'expression, le plan (affine euclidien) muni d’un repère orthonormé d’origine O, 
sera.identifié avec C. On note U le cercle trigonométrique, ensemble des points M dont l’affixe z € € a pour 
module un. On note H le groupe des homéomorphismés de U qui préservent l'orientation, c’est-à-dire tels que 

h(z}) décrive U dans le sens direct, lorsque z décrit U dans le sens direct. Si I et J sont deux points distincts de 


..  U, on notera [I J] (respectivement JE, J[) l'arc du cercle U qui relie I à J dans le sens direct, bornes I et J com- 
| ‘prises (respectivement bornes I et J non comprises). 


| On note G l’ensemble des fonctions g € C(R) qui sont strictement croissantes et vérifient got= 108, 
soit :: : Le , 

gtx +1)= 80) +1 _ pour xER. 
A Monter que Gest un sAus-sroupe du groupe H, des homéomorphismes deR. 
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2. Soit h € H. Choisissons y ER tel que e2i%0 = H(1). Montrer qu'il existe gE G unique telle que 
g(0) = y) et e2irgx = h(e2ix*) pour x ER. 


Si on remplace y, par y, + k où k € Z, montrer que g est remplacée par x g(x) + k. 


3. Soit g € G. Pour z = e2i"* € U, on pose h(z) = e?*#. Montrer que h (z) est bien défini (malgré la multi- 
plicité des choix possibles de x € R pour exprimer z) et que h:z7 h{z2) est élément de H. Montrer que 
l'application à qui à g € G associe cet élément h € H est un homomorphisme de groupes. Montrer que à 
est surjectif, et préciser son noyau. nr — Es 


‘Dans la suite, on dira que g € G définit h € H lorsque 6 (g) = h. 


. 


4. Soit a € R. On fait agir Z sur U par la rotation R, € H de centre O et d'angle 2x0. 
a. Quelles sont les fonctions g € G qui définissent R, ? . « 


b. Soit M, € U. Supposons qu'il existe p € Z, q € Z distincts tels que (R,)”(Mo) = (Ra)*(M). Montrer 
que a est rationnel. Réciproquement, si & est rationnel, montrer que tout point de U a une orbite finie. 


nu dan RE Age a RÉ mit hat 


c. Si a est irrationnel, montrer que tout point M, de U a une orbite (M,),< 7 partout dense dans U (telle 
que pour tout couple (1, J) de points distincts de U, Parc ]I, J{ contienne des points de la suite (M4)). 65€ 
: et 


(5) Étude d'éléments particuliers du groupe H. Notons A l'ensemble des z € C tels que |z| < 1. Soient A, B 
” deux points du plan, d’affixes a € À, b€ A. À tout point M de U d’affixe z, on associe le point M' de U tel 
que les droites (AM) et (BM') soient parallèles, les vecteurs AM et BM' étant de même sens. On note 
z'= h,4l2) laffixedeM. / | \ 
a. Pour a, b, c éléments de À, montrer que h., = h.5° hp4 etillustrer par une figure cette propriété. 
©, b. Considérons a € À et b = 0. Exprimer z = (2) en fonction de z. Montrer que M, est élément 
de H. 
” Pour a, b € A, montrer que A, € H. 
Z —4 


c. Supposons que b = — a € A. Montrer que h.,,, est définie par ha42= = où à est l'imagi- 


_————  riaire conjugué de 4. 


d. On suppose que a € À, b € A sont distincts. On note I,J les points d’intersection de U avec la droite 
(AB) (les points L À, B, J se présentant dans cet ordre sur la droite (AB) orientée par AB). Soit M, un 
point de l’arc]I, J[. | 


Sur une figure, construire les premiers points ..M_,,M_;,M,,M;,M,.…. de l'orbite de M,. Montrer 
que M, tend vers une limite lorsque k tend vers + © , et de même lorsque £ tend vers — ©. GC 


Montrer que dans le groupe H, l’'homéomorphisme h,, , n'est conjugué d’aucune rotation R, (où a € R)._ 


_e. Soit A un point du plan affine, d’affixe a € A. À tout point M de U d’affixe z, on associe l'autre point M' 
d’intersection de la droite (AM) avec U. Calculer l'affixe z' = h,(z) de M'. Montrer que h, est un élément 


de H, conjugué d’une rotation KR, pour une valeur de a que lon précisera. 
; | ex ‘jusdk [eu rhare/ € 
| É de de re 


4 IL NOMBRE DE ROTATION D'UN HOMÉOMORPHISME DE U 


On conserve toutes les notations de la partie IL. On considère g € G et h € H défini par g (voir IL3)). : 


1. Soient x,,x, deux réels. Montrer que la partie entière de g'(x,) — g'(x,) ne dépend pas de n EN. En 
déduire que lim #'üu _ gi 


= (. 


2. On suppose qu'il existe M, € U et m € Nktels que 4”"(M,) = Mo. 
Montrer qu'il existe x, € R'et p € Z tels que g"(xo) = x + p. Calculer g“"(x) pour k € N+ et montrer 


km - 
que lim #L 8" Co) tend vers’ … lorsque n tend vers + © .|On pourra 
k- © Û ; 


| ER 5 2 L 
considérer la partie entière k de æ : 


# 


= À | En déduire que 
m 


ec 1 = 
3. Supposons, au contraire de 2., que pour tout m € Nx l’homéomorphisme hk” de Le ne possède aucun point 
fixe. Soient p ENketqge Na. 
Soit a = Efg?(0)]. Montrer que x + a < gr(x) < x+a+l pour tout x ER. 
Établir alors que x + ka < gP*{x) < x + k(a + 1) pourtoutx ER, tout k € Nx. 
En déduire que : 
gr1(0) _ g”(0)| 1 


< et : 
pq P P 


Montrer que la suite des réels où n € Nx, tend vers une limite r(g) dans R lorsque n tend vers + ©. 


"(x) 


4. a. Des trois questions précédentes, déduire que pour tout x € R la suite 2 , où n € Nx, admet une 
limite dans R, que cette limite ne dépend pas du choix de x € R. On la notera r(g). 


b. Montrer que r(g") = mr(g) pour m EN. 


5. Soit g, € G,qui commute avec g (tel que g, © g = go g,) Soit m € Nx. 


a. Montrer qu'on peut choisir p € Z vérifiant p — 1 < mr(g) < p + 1. Montrer qu'il existe alors 
k € N tel que pour tout entier k Z k,, | 


gE" (0) + k(p — 1) < (go g)#" (0) < gl" (0) + k(p + 1). 
En déduire que r(g ° 8) = r(g) + r(g). 


b. S'ilexiste x, € R tel que g, (xs) < g(x), montrer que l’on a r(g,) < r(g). 


6. Soitg' € Gun autre élément tel que ÿ(g'} = 4; montrer que r(g)-r(gez. 
‘On notera r (h) la valeur modulo Z de r( g), eton l’appellera le nombre de rotation de À € H. 


Soient h,, h, deux éléments de H qui sont conjugués. Montrer qu’il existe des éléments g,, g, de G défi- 
nissant #,, h, et g, € G tels que g5 0 g, = 0° g' pour ñn EN. En déduire qu'ilexise a ER etBER 
tels que gr( x) + a < gf (8, (x)) < gl (x) + B pour x € R, etenfin que r(h,) = r (Ho). 

4 On fait l'hypothèse que r(g = 0. 


On suppose 0 < g(0). Montrer que l’on a g"(0) < 1 pour n € Nx (on pourra raisonner par l'absurde). En 
déduire que la suite g”(0) à une limite x, € Ret que g{xo) = x. 


Si on suppose g(0) < 0, prouver de même que g possède un point fixe. 


Réciproquement, si g possède un point fixe x, € R, montrer que r(g) = 0. 


8. a. Supposons que r (8) soit un rationnel - où pEZ et mE€ Nx. On pose f(x le g"(x) — p pour 
x € R. Montrer que f possède un point fixe Xo ER: 
b.. Montrer que h € H possède une orbite finie si et seulement si r (A) est un rationnel modulo Z. 


9. Calculer r(h) lorsque h € H est la rotation R, d'angle 27xa (voir IL4), lorsque h = h,, où a € À, 
be Sous, lorsque h=h,où ae A (voir IL$.e). 


10. On va établir maintenant une propriété de continuité de l'application g' + r(g) de G dans R. Pour g € G, 
8 € G,onpose d(g,g) = sup |g(x) —,g' (x). 


0<x<1 
a. Justifier tds du réel d (g, g'). Soient g, € G, g EGete > 0. 
Montrer qu’ il existe n > Otel que pour g € G, £ € G la condition (d (g, = < netd(g',g) < n) 
.77 implique d(g0 g’, 80 ° go) <e. 
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= b. Considérons & € G etsoite > 0.On choisit q E As tel que : 


+ M Li. 
: r(g) < = L: 


2 + 
à) e puis pEZ IPQUE 


se Montrer que x + p — 1 < gé(x) < x+p+l pour tout x € R. 


c. Montrer qu'il existe alors Ô > 0 telque x + p—1+ à < g(x) < x + ne 1 5 pour xeR. 


d. Montrer qu il existe n > 0 tel que pour g € G, la condition d(g, &) < ñ implique d(gf, g6) < à. En 


pd AR 1 <'# 2 <x+p+i pour x € R puis: 


= + 1 
PTT del 


-etenfin |r(g) — r(&)l <e- 


IV. HOMÉOMORPHISMES DONT LE NOMBRE DE ROTATIONS EST IRRATIONNEL 


On conserve les notations des parties II et IE. Soit h € H dont le nombre de rotations a= r(h)n ee 


tient pas à Q@ modulo Z. Pour tout z € U, nous considérerons les deux suites P{z) = (h"(z)) e 


1. 


_Q({2) = (h°"(7)), où n EN, dont la réunion constitue l'orbite de z. Rappelons qu'on appelle valeur d adhé 
. rence d’une suite (z 12 De de nombres complexes, tout élément de € qui est limite d’une sous-suite de (z,). 


Soit Z% EU. Considérons des ‘éléments m, n de N'avec m<netJ= = [#(20), k"(z)]. 
Montrer que pour k assez grand, lés arcs de cercle adjäcénts J, h"° "(3 }, pim-n W(J), …, hAm-"(J) recou- 
vrentU. 


En déduire que pour tout 7, € U, nero dé P(z2,) avec J est non vide. Montrer den même “L l'inter- 
section de Q (z,) avec J est non vide. 


. Soient Z et Z, deux éléments distincts de U. Montrer que toute valeur d’adhérence de la suite P(z,) est aussi 


une valeur d’adhérence de chacune des suites P(z,) et Q(z:). 


Montrer de même que toute valeur d’adhérence de la suite Q (z,) est une valeur d’adhérence de chacune des 
suites P(z,) et Q(z:). 


. D’après 2., l'ensemble x des valeurs d’adhérence de la suite P (z) est le même pour tous les éléments z de U.. 
- IHne dépend donc que Le hE€H. 


_a. Montrer que X est une partie | fermée de U, invariante par h (telle que h(X) = X). . 


b. Montrer que X n’a pas de point isolé, c "est-à-dire que t tout point z de X gst limite d’une suite de points : 


distincts de X. \ 


c. Montrer que cette partie fermée x de U, invariante par h est minimale dans le sens suivant : si une Pare 


. fermée Y de X est invariante par h, non vide, alors Fe X.. 


. Si X est distinct de U, on veut montrer que Xn ’est nulle per dense dans U, c’est-à-dire ne contient aucun 


arc J=[z, 2], où z # z, de U. 


Supposons au contraire qu’un tel arc = = [z, ll soit contenu dans x. 


Soit € U. Montrer qu'il existé m, n € Navecm%# n tels que l'arc J,=[{h"{z), h"(2)l. soit contenu 
dans X. En considérant la réunion de Jo h"= "(o), : ,-hk- "{J;), montrer que X = U. 


. Si X est distinct de U, montrer que À ne peut pas être conjugué de la rotation R, d'angle 2xa. 


